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| Z_astosc_bwanié modelu fali dyfuzyjnej do symulacji
przeplywdéw w systemie rzecznym

1. Wstep

. Przeplyw wody w korytach otwartych charakteryzuje sig wystgpowaniem dwéch
' rodzajéw ruchu: ruchu ustalonego wystepujacego wtedy, gdy wartodci natezenia prze-
blywu,'napelnienia.‘korytai predkoéci przeplywu wody sa stale w czasie, oraz ruchu’
nieustalonego, gdy powyisze wielkoéci gmieniaja, si¢ w funkcji czasu. Nalezy tu nad-
mienié, 2¢ z nichem nieustalonym mamy do czynienia zawsze w przypadku ruchu wody
w rzekach, kanalach itp. W ruchu nieustalonym wyrdzniamy ruch wolnozmienny, w
ktérym skladowe pionowe przyspieszeti sa bardzo male (pomijalne) oraz ruch szybko-
zmienny, w ktérym tak nie jest. o3 : s i
" Przedmiotem rozwasati jest zastosowanie modelu fali dyfuzyjnej do symulacji prze-
plywéw w systemie rzecznym, zaé ich celem jest proba oceny tego modelu pod katem
wykorzystania go do opisu ruchu nieustalonego wolnozmiennego w skomplikowanej sieci
Rozwazania obejmuj rozgalezieniowy system pryzmatycznych kanaléw otwartych,
w ktérym odbywa si¢ ruch nieustalony, wolnozmienny (np. przeplyw fali powodzio-
wej), natomiast zmian przeplywu w kanatach energetycznych spowodowanych np. gwal-
townym spadkiem lub wzrostem mocy silowni wodnych nie uwzglednia si¢, poniewaz
amiany te maja charakter szybkozmienny. : s el

: - ‘2, Sformulowanie matematyczne '
 Ruch nieustalony, wolnozmienny opisujemy za pomoca ukladu réwnas De Saint Ve-
nanta, skladajacego si¢ z réwnania zachowania masy - ciagloéci ruchu (1) oraz réwnania
zachowania pedu - réwnania dynamicznego (2). :
- 9F | BQ ' ' '
Y (1)

Tm;r ing. Beata KAJTANOWSKA, Politechnika Gdafiska, Wydzial Budownictwa Ladowego, ul.
Muwm 11, QO-%I Gdasisk i
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Przyjete oznaczenia:

Q - natezenie przeplywu [m?/s],
H - r1zedna zwierciadia wody [m],
~ predkoéé przeplywu wody [m/s],

v
a - wspdlczynnik De Saint Venanta,
g - przyépieszenie ziemskie [m/s?],
F - powierzchnia przekroju czynnego kanalu [m?),
J - spadek linii energii, :
i, — spadek dna,
¢ - zasilanie boczne [m®/s-mb).
Predkoéé przeplywu wody definiowana jest jako:
v= Q : el : (3)

F

Réwnania (1) i (2) skladaja sig na nieliniowy uklad rdwna.ﬁ rézmczkowych czast-
kowych pierwszego rzedu, typu hiperbolicznego. Zmienne, z - polozenie i ¢ — czas, s3
meza.!ezne, natomiast H(z,t) i Q(z,1), po wyeliminowaniu funkcji v(z, 1) dzwkl zasto-
sowaniu réwnania (3), s3 poszukiwanymi funkcjami.

Ze wzgledu na znaczny stopieri skomphkowumu réwnan (1) i (2) do obliczert ruchu -
wody w kanalach otwartych stosuje si¢ czesto uproszczenia. Uproszczenia te polegaja

na pommu;clu poszczegolnych czlonéw réwnania (2). I tak, przy pomlchlu czlonéw

v,

Bt ia va— (czlon pionowych skladowych predkodci i czlon bezwladnodci mozna pomi-

na¢ ze wzgledu na stosunkowo mata wartoéé) otrzymu]emy tzw model nieliniowej fali
dyfuzyjnej. Réwnanie (2) przyjmuje wtedy postu: .
oH T
9‘5;+§J—gla+?=0 _ ; (4)
Po wykonaniu przeksztalcen polegajacych na eliminacji niewiadomej funkcji napel-
nienia koryta H, otrzymujemy réwnanie, majace postaé réwnania dyfuzji:

09 _ 0°Q _ baq

S = dwt S bR 6Q ' S o )
ooy L5 R .
2QB' BKOh' °~ BKOH :
B - szerokoé¢ zwierciadla wody w kanale [m), . :
K - modul przeplywu wyrazony wzorem: K = LRM3F

gdzie: a =
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gdzie:

n - wspdlczynnik szorstkoéci wg Manninga,
F

R - promien hydrauliczny [m], R= o’

Ob - obwdd zwilzony kanalu [m].

Cazlon pierwszy prawej strony réwnania (5) ze wepélczynnikiem a, nosi nazwe czlonu
dyfuzyjnego, czlon drugi ze wspélczynnikiem b - czlonu konwekcyjnego, natomiast
czlon trzeci ze wspélczynnikiem ¢ jest czlonem grédlowym.

Poniewas wepdlczynniki a, b, ¢ 54 zalezne od nat¢zenia przeplywu Q, stad réwnanie
(5) jest w istocie réwnaniem nieliniowym, typu parabolicznego z jedng niewiadoma i
przy znajomodci warunkéw granicznych moze byé rozwigzane. Rozwiazania analityczne
tego réwnania mozna uzyska¢ dla uproszczonych warunkéw brzegowych, W przypad-
kach bardziej zloZonych trzeba stosowaé metody numeryczne. i :

3. Opis metody miwiqzania

Zastosowans metods numeryczng jest metoda réznic skoficzonych, ktdrej istoty
jest zamiana réwnania rézniczkowego na uklad réwnas rdZnicowych i rozwiazanie tego
ukiadu. ' ; ;

Réwnania réznicowe, bedace analogami rozwiazywanego réwnania rézniczkowego,
~otrzymuje sig zast¢pujac pochodne w réwnaniu rézniczkowym odpowiednimi ilorazami

réznicowymi, a wiec ciagly obszar zmiennoéci niewiadoniej funkcji Q(z,t) zastapiony
zostaje prostokatng siatks wezléw (rys. 1), zbudowang z odcinkéw linii prostych, réwno-
leglych do osi 2 oraz ¢, przy czym linie réwnolegle do osi ¢ okreslaja polozenie praekrojéw
~ poprzecznych wzdluz cieku, natomiast linie réwnolegle do osi z reprezentuja poziomy
czasowe odlegle od siebie o At. ¢ TN

Wartodci przeplywu w wezlach j = 1,i = 1,%..,n s znane z warunku poczatkowego
Q(z,t =0). Na brzegach ¢ = 1 oraz i = n dla wszystkich j = 1,..., jmax Wymuszenia
przeplywu sa okreflone poprzez funkcje Q(z = 0,t) oraz Q(z = L,t), bedace warun-
kami brzegowymi. Ilustruje to rys. 1, na ktérym wezly, w kidrych wartodci przeplywu
84 znane, narysowano pogrubiona linia, : ' '

Zadanie polega wigc na znalezieniu wartoéci przeplywn we wezystkich pozostalych
wezlach siatki i = 2,...,n~1oraz j = 2,..., jmax e il

Po odpowiedniej aprokrymacji pochodnych czastkowych wystepujacych w réwnaniu
(5) ilorazami réznicowymi otrzymujemy:

Q-‘!'+l = A Q{ + A Qf,l + AaQ‘,i.H ‘ 7 ‘ . (6)
gdzie: '
i 2aAt - Al
Ay =1+ cAt - A —b-&;,
Asa alt  bAL

PR vy
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Rys. 1. Siatka wezléw obliczeniowych w obszarze (z, )

aAt

M=rm

Wspdlczynniki a, b, ¢ zostaly okreslone réwnaniem (5).

Jak widaé, uzyskano aproksymacje réwnania modelu fali dyfuzyjnej (5) za po-
mocy jawnego schematu réznicowego, poniewaz w réwnaniu (6) wystepuje tylko jedna
niewiadoma - Qi*'. Stosujac to réwnanie dla dowolnego j mozna otrzymaé warto-
éci przeplywu dla j + 1 we wszystkich punktach i. Powtarzajac to postgpowanie dla
J=L. . jmxorazi=1,...,n=1 otrzymamy wartodci przep!ywu w calym obszarze
(2,1). - :
Opisany wyzej schemat uzyskany zostal przy zalozeniu aproksyma.cp pochodncj
wezgledem drogi na poziomie j.

W przypadku zastosowania aproksymacji pochodnej na poziomie '+ 1 otrzymu-
jemy przyblizenie réwnania (5) za pomoca niejawnego schematu metody réznic skoni-
czonych:

A-Qi -B-QI" +0- Qi = Q) & 7o
gdzie:

2 alt + bA¢t
Az? ' Az’
2aAt

B= e A
14— AaT +6Az cAt,
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alt
C= Az ‘

Jak widaé, w réwnaniu (7) wystgpuja dwie niewiadome. Réwnanie takie mozemy
napisaé dla kazdego punktu i =2,...,n— 1. Powstaje w tej sposéb uklad n réwnad
2 2n niewiadomymi. Wspélczynniki pray niewiadomych tworza tréjdiagonalna macierz
pasmows, o Narzuca rozwiazanie problemu specjalng metoda. Meétoda ta pozwala je-
dynie na wykonanie obliczed dla prostego kanalu pryzmatycznego. Niewatpliwa zaleta
schematu niejawnego metody réénic skoriczonych jest brak ograniczenia wielkoéci kroku
czasowego, a co za tym idzie - znaczne skrécenie czasu trwania obliczedi. Przy stoso-
waniu do obliczei schematu jawnego narzucenie takiego ograniczenia jest konieczne,
ze wzgledu na mozliwoéé utraty stabilnodci rozwiazania, co objawia si¢ lawinowym
wzrostem bledéw zaokraglen.

|

Rys. 2. Schemat systemu obliczeniowego. Strzalkami oznaczono kierunek przeplywu
wody w systemie '

Rozwazaniami objety zostal uklad kanaléw przedstawiony na rys. 2 - rozgalezie-
niowy system pryzmatycznych kanaléw otwartych, System skiada si¢ z cieku gléwnego
wraz z doplywami usytuowanymi w dowolny sposéb. Na poczatku kazdego kanalu oraz
w ostatnim przekroju ograniczajacym system znane sa wa:todci przeplywu wody. Za-
danie polega wiec na znalezieniu wartoéci przeplywu wody we wszystkich punktach
wewnetrznych systemu w dowolnym czasie. '

~ Roswigzywanie réwnania modelu fali dyfuzyjnej wg wyiej podanych zasad wymaga
okredlenia z géry wymuszenia przeplywu na brzegu prawym (w ostatnim przekroju sy-
stemu). Narzuca nam to budowa réwnan skladajacych si¢ na jawny i niejawny schemat
metody réznic skoficzonych - patrz réwnanie (8) i (7) oraz rys. 3 a, b. Bardzo czesto
jednak musimy konczyé obliczenia w przekroju, w ktérym wystepuje swobodny odplyw
wody.'Jes.t to przypadek najczeiciej wystepujacy i przy tym najbardziej interesujacy.
S)dzw.lercnedlmie tej sytuacji uzyskano poslugujac sig schematem uproszczonym. Przy-
jeto, Ze wartoéci przeplywu na brzegu prawym obliczane bgda na podstawie réwnania
modelu fali dyfuzyjnej z pominigtym czlonem dyfuzyjnym:
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i-1 i is1

"

n=1 n

Rys. 3. Schematy obliczeniowe: ‘
a — dla réwnania (6) ~ schemat jawny
b - dla réwnania (7) - schemat niejawny
¢ ~ dla réwnania (8) - na prawym brzegu kanalu

QM =CcqQl,+(A-0)q} 8)
gdzie:
C = Eﬁ; A=1 + ciAt.
Az
Schemat obliczeniowy dla tego réwnania znajduje si¢ na rys. 3c. _

Nalezy tu zauwazyé, ze pominigcie czlonu dyfuzyjnego pozwala na prowadzenie
obliczeri po okresleniu warunku poczatkowego i warunku brzegowego lewego (warunek
brzegowy prawy nie jest konieczny).

Wyiej stwierdzono, ze réwnanie modelu fali dyfuzyjnej jest w rzeczywistodci réw-
naniem nieliniowym typu parabolicznego z jedna niewiadoma -~ wartoscia przeplywu.
Opisane dotychczas metody rozwiazania opieraja sie na linearyzacji tego réwnania w
kazdym kroku czasowym, poniewaz wartosci wspélczynnikéw a, b, ¢ zalezne od zmiennej
wartodci przeplywu i zmiennych parametréw przekroju s3 obliczane na podstawie war-
todci z poprzedniego kroku czasowego. Pelne zlinearyzowanie réwnania fali dyfuzyjnej
sprowadza si¢ praktycznie do przyjecia stalych wartoéci liczbowych wspdlczynnikdw
a,b,c dla calego przedziatu czasu. Mozliwoéé pelnej linearyzacji powyzszego réwna-
nia uwzgledniono w schemacie niejawnym. Przyjeto, ze wartodci wspdlczynnikéw a, b, ¢
powinny by¢ okreSlone w danych, a ich wielkodci obliczone dla przeplywu sredniego.

Ponizej zamieszczono trzy przyklady obliczen ilustrujace mozliwoéci programu na
EMC i bedace préba weryfikacji modelu fali dyfuzyjnej do opisu ruchu nieustalonego,
wolnozmiennego w kanalach otwartych. ! :

4. Przyklady

W pierwszych dwéch przykladach (rys. 4, 5, 6, 7) dokonario o obliczes dla prostego
kanalu pryzmatycznego o stalych parametrach przekroju: nachylenie skarp wynosi 1 : 2,
szerokodé kanalu w dnie - 10 m, wspdlczynnik szorstkodci ~ 0,03, spadek dna i = 0, 0005.
Jako warunek brzegowy lewy zostala zadana funkcja:
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Q=+ Qn (255 eun 1 ( =],
gdzie:

Q. =10m?ls; T,=0,

Qm =90 m®/s; tm=10h.

-9

Symulacja przeplywu fali powodziowej wykonana zostala za pomoca schematu nie-
jawnego metody réznic skoriczonych, w oparciu o zalozenie odplywu swobodnego wody
z kanalu. W przykladzie pierwszym obliczenia wykonano zgodnie z réwnaniem (7), je-
dynie w ostatnim przekroju obliczeniowym posluzono si¢ réwnaniem (8). Jak widad,

Zaletnost Q(t)

kanal trapezowy :
m=2

B=10m
i =0.0005
dx=5 km =t

‘dt=1h
tmox= 80

zmienne wspolczynniki a,b,c

1,6,7,10 - numery przekrojow

28 88538 g 38 88

10 0 30 Q0 50

- W

s : _ t[h)
| 0 20 30 w0 50
Rys. 4. Zaleznoé¢ Q(t) i H(t) dla przykladu pierwszego.
Zastosowano schemat niejawny ze zmiennymi wspdSlczynnikami

transformacja pr?eplywdw zadanej fali powodziowe] jest poprawna, natomiast stany
wody- _tra.nsformuj.q si¢ zle, poniewaz glebokodci w ostatnim przekroju kanalu sg wiek-
sze niz w pmk;o;u poczatkowym — patrz rys. 4. Takze zaleznodé glebokoéci wody w
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Krzywe histerezy

himl
3
2
1 N
@ Qlm's)
0 20 30 40 50 60 70 80 90 100
him) :
3
2

i __ALm¥s)
0 20 30 40 S0 60 70 %0 90 100 '

3
2]’
1 i
i Qe
2 30 40 50 60
3
-
1]
Qlm¥/s)

70 20 30 & S0 60 70 80 90

Rys. 5. Krzywa konsumpcyjna dla ruchu ustalonego i krzywe histerezy ﬁ wybranych
przekrojach — dla przykladu pierwszego
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kanale od wartoéci przeplywu nie jest poprawna — krzywa konsumcyjna dla ruchu usta-
lonego otrzymana z réwnania Manninga znajduje si¢ poza petla histerezy - patrz rys. 5.

W przykladzie drugim obliczenia réwniez wykonano zgodnie z réwnaniami (7) i (8),
jednak przyjeto stale wartodci wspdlczynnikéw a, b, c. Ich wielkodé liczbowa, okreslorfo
na podstawie obliczei z przykladu pierwszego. Z rys. 6 wynika, ze linearyzacja réwnania

Qmiss]

100 ;

90 Zaleznost QlH) .

80, kancir trapezowy «
ms=

| Bz10m

4 F I

60 1200005 . B
dx=5 km
dt=1h
tmax=80h

3 state wspotczynniki:

a=1700;b=13;c=0
14,710 - numery przekrojow

10 _
- thnl
10 20 30 40 50
. him) Zaleznost hit)
3
2]
1
] _ 0!
"0 20 30 W0 0

Rys. 6. Zaleznos¢ Q(t) i H(t) dla przykiadu drugiego.
Zastosowano schemat niejawny ze stalymi wspdlczynnikami

(7) i (8) prowadzi do poprawnej transformacji glebokosci. Potwierdzeniem tego jest
otrzymana petla histerezy w kazdym przekroju - krzywa konspumpcyjna dla ruchu
ustalonego znajduje si¢ w jej obrebie (rys. 7).

W przykladzie trzecim przeprowadzono weryfikacje modelu fali dyfuzyjnej w opar-
ciu o pracg doktorska J. Geringera pt: ,Badanie wplywu parametréw hydraulicznych
kanalu na rozprzestrzenianie sig fali grawitacyjnej”. W pracy tej dr J. Geringer za-
mieszcza szereg wynikéw badan modelowych dotyczacych przejicia fali powodziowej

w kanale prostym oraz wynikdéw oblicze wykonanych dla pelnego ukladu réwnai De
Saint Venanta. -
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Krzywe histerezy
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Rys. 7. Krzywa konsumpcyjna dla ruchu ustalonego i krzywe histerezy w wjbra.nych
przekrojach — dla przykladu drugiego
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Obliczenia przeplywow przep

rowadzono we wszystkich przekrojach kanalu zgodnie

2 réwnaniem (7), tzn. posluzono si¢ schematem niejawnym przy znajomoéci warunku

poczatkowego i

obu warunkéw brzegowych. Wyniki obliczelt zamieszczono na rys. 8.

e kanat prostokgtny:

Zoleinodé Qlt) B=0.9m 2

12

n - PZho0s

1=0.

'8 dt=5s }—L—f

dx=3m
6 ®
IR . t(s)
20 &0 60 80 100 120 10 160 W0

12{Q

0} oA  wyniki badan

: modelowych
? o, i e el

m u { Zyjne|
6{f ® yinej
[ t(s)
20 ¢ W 120 140 160 180

QCwsl ; :

& 136,810 numery przekrojow :
8 ; _ i
61 l ; @ »

L } o ts)
0 4 60 & 10 120 10 160 180
Qlsl
10)

t(s)
0 % 60 8 00 120 140 160 180

s o ®» B

©
t(s)

20 40 6 60 100 120 140 160 180

Rys. 8. Poréwnanie wynikéw badai modelowych z wynikami obliczen wykonanymi wg

schematu niejawnego - przyklad trzeci
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Kulminacja fali powodziowej obliczona na podstawie modelu fali dyfuzyjnej jest niz-
sza niz w przypadku stosowania pelnego ukladu réwnasi De Saint Venanta. Jakkolwiek
objetosci wody przeplywajace] przez poszczegolne przekroje w obu przypadkach oblicze-
niowych sa zblizone, to widaé, ze krzywe przeplywu uzyskane z modelu fali dyfuzyjnej
83 lagodniejsze i bardzie]j pelne. Brak opéZnienia w narastaniu wielkoéci przeplywu spo-
wodowany jest uproszczeniami stosowanymi przy wyprowadzeniu modelu (pominigcie
czlonéw bezwladnodci — przejécie od réwnania (2) do réwnania (4)).

5. Podsumowanie

Przedstawione przyklady pozwalaja w pewnym stopniu oceni¢ model fali dyfuzyjnej.

1. Za pomocy, tego modelu mozna uzyskaé rozwiagzanie w bardzo krétkim czasie.
Zwlaszcza korzystny jest schemat niejawny, ze wzgledu na mozliwoéé stosowania duzego
kroku czasowego i szybkoéé rozwiazywania ukladu réwnan.

2. Model fali dyfuzyjnej jest modelem przyblizonym, wigc i wyniki sa przyblizone.
Przedstawione przyklady wskazuja, ze transformacja przeplywéw tym modelem prze-
biega prawidlowo, natomiast wiarygodne wartoéci stanéw mozna uzyskac dla przypad-
kéw, w ktérych sformulowanie zadania jest pelne, tzn. wymuszenia przeplywu wyste-
puja na obu brzegach.,

Reasumujac, model fali dyfuzyjnej moze sluzyé do szacunkowych obliczeri przeply-
woéw wody w kanalach otwartych, szczegdlnie przy projektowaniu zasiegu ubezpieczen
skarp kanaléw i wysokodci waléw przeciwpowodziowych na ciekach naturalnych. Obje-
cie tym modelem rzeczywistej rzeki wraz z doplywami wymaga rozszerzenia modelu ze
wzgledu na zmiany przekroju poprzecznego rzeki, zmiany wspélczynnika szorstkosci, a
takze ze wzgledu na naturalne bad? sztuczne przeszkody(stopnie wodne). Mozliwe jest
jednak stosowanie modelu do obliczed na kanalach pryzmatycznych pomiedzy stop-
niami wodnymi.
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Summary

The application of diffusion wave model to flow symulat
uation according to its opportunity for unsteady and slow-variable

jon in fluvial system. An

sample of model eval
flow specyfication within complicated channel network.




