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O pewnej transformacji rownania dyspersji
hydrodynamicznej

1. Wstep

Problematyka ochrony zasobéw wodnych podejmowana jest w wielu aspektach. Jed-
nym z nich jest budowa matematycznych modeli stuzacych do prognozowania rozprze-
strzeniania zanieczyszczeri w strefie pelnego nasycenia oérodka gruntowego w wode. Do
opisu zmian koncentracji zanieczyszczeri w dwuwymiarowym plaskim ukladzie wspél-
rzednych stosuje si¢ najczesciej réwnanie dyspersji hydrodynamicznej (Bear 1972, Ma-
ciejewski 1980)

(14 B)ee=div(Dgrade) —wgrad c+ I (1)
gdzie:
‘e ' - steZenie zanieczyszezen [m/L%),
z,y - 2mienne przestrzenne, (z,y) € Q,
i ~ czas,

¥ = [v1,v;]- wektor raeczywistej predkosci przeplywu wod gruntowych [L/T),

' Dll 'D]2 s T2
D= [ L | tensor dyspersji [L2/T],
I - funkcja zrédlowa, _

B - wspélezynnik adsorpcii.

Skladowe tensora dyspersji D wyrasaja sic wzorami:
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Dy = Dy = (a1 — ) -

gdzie:
a; - stala dyspersji podtuznej (1],
o - stala dyspersji poprzecznej [L],
Dm - wspélczynnik dyfuzji molekularnej [L2/T},

v=|9] - dlugoié wektora predkosci.

Do przyblizonego rozwiazania réwnania (1) stosuje si¢ przewaznie metody réznicowe
lub metodg elementu skoficzonego (MES), a nieliczne rozwiazania analityczne réwnania
(1) z odpowiednio dobranymi warunkami poczatkowo-brzegowymi wykorzystuje sie do
badania dokladnosci stosowanych metod. Opracowanie wystarczajaco dokladnej me-
tody dla (1) nastrecza jednak badaczom sporo trudnosci, spowodowanych istnieniem
czlonu adwekcyjnego ¥ grad c. Zastosowanie do rozwiazania (1) prostych schematdw
réznicowych lub MES z liniowymi funkcjami bazowymi powoduje wystapienie charak-
terystycznych oscylacji (Fletcher 1984). Rozwiazania traca monotoniczny charakter, a
nawet pojawiaja si¢ obszary z ujemna koncentracja zanieczyszczen. Sposréd préb prze-
ciwdzialania tym zjawiskom nalezy wymienié metode wspolrzednych wedrujacych dla
jednowymiarowej postaci réwnania (1) (Maciejewski 1984), schematy Pietrowa-Galer-
kina (Fletcher 1984), MES z nieliniowymi funkcjami bazowymi (Finite Elements 1987),
czy tez rézne aproksymacje pochodnej czasowej ¢; (Connor, Brebbia 1984, Princewill
1988, Holzbacher 1988). Metody te sa przewaznie warunkowo stabilne, ograniczenie
na krok czasowy jest zwykle formulowane w postaci warunku Couranta (Potter 1982,
Batta 1982). W niniejszej pracy przedstawiono prosty sposdb ominigcia problemdw
jakie stawia czlon adwekcyjny przy dodatkowym zalozeniu stalego pola predkosci
¥ = const.

2. Transformacja réwnania (1)

Skoro Zrédlem probleméw z rozwiazaniem (1) jest czlon adwekcyjny, to nasuwa sie
pomysl dokonania takiej transformacji (1) by czlon ten zniknal. Mozna tego dokonaé
bez zmian ukladu wspélrzednych przy zaloZeniu, ze ¥ = const. Wéwczas dobierajac
uklad wspélrzednych tak, by 0§ OX byla réwnolegla do wektora &, mamy & = [v,0],
co pociaga za sobg, ;

Du=ev+Dm, Dyp=0oiv+Dm, Dy=D, =0.
Réwnanie (1) redukuje sie do postaci

(14 B)et =Dy czo+ Daycyy—vey + 1 (3)
~
Poprzez proste rézniczkowanie mozna stwierdzié, ze:

jezeli ¢ jest rozwiazaniem réwnania (3) z warunkiem poczatkowym

oz,9,0) = co(z,y), (z,y) €N (4)
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oraz warunkiem brzegowym typu Dirichleta

o(z,y,1) = ao(z,9,1), dla(z,y) €TL C Q0 (5)
lub warunkiem Neumanm.s

ca(z,y,t) = a(z,y,1), dla(z,y) €2 CHQ (6)

gdzie c,, ¢, g — 83 zadanymi funkcjami, i — wektorem normalnymn do brzegu, to funkcja

0('”1 Y, t) = c(m! y,t)¢_1($' t)

gdzie
v v?

Hot) =P o5t = D1+ ) M
jest rozwiagzaniem réwnania

(14 B)0: = D11 0z + D2 6, + 147" (8)
z warunkiem poczatkowym

8(z,y,0) = colz,y)¢™'(2,0) (9)
i warunkiem Dirichleta

0(z,¥,t) = ax(z,y,1)¢7(z,1) ' (10)
lub warunkiem miésza.nym

On(z,9,1) = 9o(x,,)67(=, t) — cos(i, £) 570 (1)

2Dy,

Tak wigc, by uzyskac rozwiazanie zagadnienia (3-4-5-6) wystarczy rozwiazaé zagadnic-
nie (8-9-10-11), a wynik pomnozy¢ przez ¢. Rownanie (8) jest klasycznym réwnaniem
ciepla, dla ktdrego zaréwno MES, jak tez niejawne schematy réznicowe sa absolutnie
stabilne (Potter 1982, Singh 1977) i daja wyniki wystarczajaco dokladne w zastosowa-
niach w hydrogeologii. Warto nadmienié, ze podobng transformacje mosna zastosowadé
takze do réwnania dyspersji hydrodynamicznej w modelach jedno- i tréj wymiarowych.

W dalszej czgsci pracy zastosowano MES do réwnania (8) po transformacji (7,
a takze bezposdrednio do réwnania (3). Wykorzystano najprostsza wersje MES z linio-
wymi funkcjami bazowymi i podzialem obszaru © na elementy tréjkatne. Dyskretyzacji
pochodnej czasowej dokonano zgodnie ze schematem Crancka-Nicholsona.
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3. Test dokladnosci

Najlepszym sposobem badania poprawnosci i dokladnosci nowych metod jest za-
stosowanie proponowanych algorytméw do rozwiazania zagadnien, dla ktérych znane
jest rozwiazanie analityczne. Testowanie nowych metod na materiale empirycznym wy-
maga zwykle wstepnego tarowania modelu, a réznice wartosci pomierzonych i obliczo-
nych przy weryfikacji moga by¢ powodowane zaréwno bledami metody, jak i bledami
porniaru.

Szukajac rozwiazan analitycznych réwnania (3) zalozono dodatkowo, ze Dm = (),
1 =0, 8 =0. Réwnanie (3) ma wtedy postac

€t = 1VCzz + OUCy y — VC (12)
a jednym z jego szczegdlnych rozwiazan jest funkcja jednomodalna (Holzbacher 1988)

_(z—vt) 4
4oy vt 40t

M,
calz,u,t) = Y2 exp

gdzie: A = 4ur /oy ay.

M, jest calkowita masa zanieczyszczen.
Stosujac obie opisane poprzednio metody rozwiazano réwnanie (12) z warunkiem po-
czatkowym

¢(z,y,0) = ca(z,y,t,), dla pewnego to > 0
oraz warunkiem brzegowym typu Dirichleta
c(z,y,t) = calz,y,t) dla(z,y) €T C N

Obszar Q o wymiarach 150 m x 100 m, podzielono na 300 jednakowych tréjkatow
(rys.1). Przyjgto czesto spotykane wartodci stalych dyspersji @, = 10 m, a; = 1 m oraz
v =1 m/doba, M, = 50000 g (Ochrona Wéd Podziemnych 1984). Na rys. 2 przed-
stawiono poczatkowy rozklad zanieczyszczen. Przeprowadzono symulacje okresu 100
dobowego z krokiem czasowym At = 1 doba. Na rys. 3 zilustrowano linie jednakowych
sl¢zen zanieczyszczenn w wybranych chwilach czasowych obliczone obiema metodami.
Przy zastosowaniu metody klasycznej pojawiaja sie oscylacje oraz ujemne st¢zenia.
Wystepuja one takze przy obliczeniach prowadzonych z mniejszym krokiem czasowym,
a gdy At wzrasta, bledy te szybko sie powigkszaja. Uwidacznia sic takze negatywny
wplyw na otrzymywane rezultaty celowo dobranej asymetrycznej siatki wprowadzaja-
cej pewng anizotropig. Metoda zmodyfikowana wolna jest od tych nieprawidlowodci, a
ponadto daje dokladniejsze wyniki. oY

Przedstawiony na rys. 3 zasieg chmury zanieczyszczen, zdefiniowany jako granica
obszaru o stezeniu wickszym niz 1% maksymalnego stezenia poczatkowego, jest dla
metody zmodyfikowanej prawie identyczny jak w rozwiazaniach analitycznych.
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Rys. 2. Rozklad zanieczyszczen w chwili poczatkowej
4. Whnioski

Zaproponowana metoda rozwiazania réwnania dyspersji hydrodynamicznej pozwala
uzyskaé wyniki numerycznie poprawne i zadowalajaco dokladne z praktycznego punktu
widzenia. Zlozonosé obliczeniowa metody jest znacznie mniejsza niz metody klasycz-
nej, gdyz otrzymany uklad réwnan algebraicznych jest ukladem o symetrycznej, dobrze
uwarunkowanej macierzy wspélezynnikéw. Pozwala to dyskretyzowac obszar siatka o
wickszej liczbie elementdw oraz wykorzystaé do rozwiazania otrzymanego ukladu réw-
nan szybkie metody numeryczne (np. metoda rozkladu QL, lub iteracyjna metoda
gradientdw sprzezonych).

Omdwiong transformacje réwnania dyspersji hydrodynamicznej mozna stb’sowac’,
gdy pole predkosei przepltywu wéd gruntowych jest niczmienne w przestrzeni, lub gdy

z powodu braku szczegélowego rozpoznania hydrogeologicznego predkosé ta zostaje
zastapiona wartoscia érednig,.
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T = 100 T = 100
a) b}

Rys. 3. Linie jednakowych stezeri w wybranych chwilach symulacji
a) - przed transformacja, b) - po transformacji
roz. numeryczne,  ........ roz. analityczne
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Summary

If we assume that groundwater velocity is constant we can transform the hydro-
dynamics dispersion equation to form without advection term. This new cquation is
applied to modeling a contamination of pollutant in saturated zone. The finite ele-
ment method is used to solve both equations. The numerical and analytical result were
compared. The method proposed gives good results, without characteristic oscillatjons
which exist if we applied FEM to basic equation. The proposed transformation may be
used to one or three dimension model, too.’



