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Poréwnanie efektywnosci rozwiazania réwnan
de Saint Venanta metoda elementéw skoiiczonych
i metoda réinic skoriczonych

1. Wprowadzenie

Uklad réwnaf de Saint-Venanta, opisujacy przeplyw nieustalony w kanatach otwartych,

0 postaci:
o0 a [Q? oh
Bt+6x(A)+g 2 048 s
oh 1 00
e s e ()
ot B ox (15)

gdzie: x, ¢+ — polozenie i czas, Q=Q(x, 1) — natezenie przeplywu, h=h(x, t) — rzedna
zwierciadta wody, 4 — powierzchnia przekroju czynnego, B — szerokoéé kanatu na pozio-
2

mie zwierciadla wody, g — przyspieszenie 'grawitacyjne, S=RTH;EQA—I-?, — spadek hydrau-
liczny, n — wspélczynnik szorstkosci wg Manninga, R — promieti hydrauliczny, dla zada-
nych warunkéw poczatkowych i brzegowych rozwigzuje si¢ metodami numeryczoymi sto-
sujac przede wszystkim metode réznic skoniczonych. Szerokie oméwienie probleméw zwia-
zanych z ta metoda w odniesieniu do ukladu (1) mozna znalezé miedzy innymi w [2,9],
gdzie zestawiono opisy i poréwnanie wielu schematéw réinicowych. Schematy te r6znig
si¢ migdzy soba wlasnoéciami numerycznymi i skutecznoscia co powoduje, ze, niektére z
nich sg chetniej stosowane w praktyce zad inne mniej. Jednym z czesciej stosowanych sche-
matéw jest schemat niejawny Preissmana [2].

Uklad réwnani de Saint-Venanta mozna rozwiazywaé réwniez metoda elementéw
skoficzonych. Metoda ta, szeroko stosowana w wielu zagadnieniach techniki, nie znalazta
. jak dotad wigkszego zastosowania w hydraulice koryt otwartych. Wedtug autoréw np. [2]
wynika to z braku wyraznych korzyéci jakie daje ta metoda w stosunku do metody réznic
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skoriczonych. Opinia ta nie jest podzielana przez wszystkich, gdyz z kolei autorzy [6]
stwierdzaja, 2e metoda elementéw skoficzonych moze byé z powodzeniem stosowana do
rozwiazywania uktadu (1) i wykazuja przy tym szereg korzystnych jej cech. Byé moze przy-
czyna réinych opinii na ten temat sa wybrane do poréwnan schematy réznicowe, ktére
jak wiadomo, réznia si¢ migdzy soba skutecznoscia.

W niniejszej pracy podejmujemy probg skonfrontowania obu metod przyjmujac do
poréwnan najskuteczniejszy naszym zdaniem schemat réznicowy, a mianowicie schemat
niejawny Preissmana.

2. Rozwigzanie ukladu de Saint-Venanta z zastosowaniem metody
elementéw skoficzonych

Do rozwigzania uktadu (1) zastosujemy metode elementéw skoficzonych w sformuto-
waniu Galeikina [11]. Obszar rozwigzania ukladu (1) — odcinek kanatu o dtugosci L —
dzielimy na M—1 odcinkéw o dtugoéciach Ax; (rys. 1). Zgodnie z metoda Galerkina roz-
wigzanie ukladu (1) musi spetniaé warunek:

{2V @) [NT dx=0 ®

gdzie: 2 — symboliczny zapis vkladu (1), L — dlugosc kanalu, [N]=[Ny, Nay «.es Niy
Niyss ...y Nyl — funkcje bazowe zalezne tylko od x, {®}={0Q:(t), A (1), 2a(), hy(t), ...
veey Oue(®), Iyg(1)}T — wektor utworzony z funkeji Q oraz i w weztach obszaru.

2 3 i Y e M-1 M
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Rys. 1. Podziat osi kanalu na elementy

X

Warunck ten sprowadza zagadnienie do vkladu réwnafi rézniczkowych zwyczajnych
wzgledem czasu. Majac na uwadze fakt, ze catka w calym obszarze réwna jest sumie catek
w kolejnych elementach i (i=1, 2, M — 1) warunek (2) przyjmie postac:

M=1x4+

[o(NI@O)INTax= 5 | Q(NL(@INTdx. ®

Mozna wiec obliczyé catki w kazdym elemencie oddzielnie i zsumowaé je w celu otizy-
mania ukladu globalnego. Sposéb budowania ukladu globalnego jest typowy dla metody
elementéw skoficzonych [11]. Szczeg6ly dotyczace przypadku ukladu de Saint-Venanta
przedstawiono np. w [1, 7]. Podobnie jak tam przyjmujemy tutaj liniowe funkcje bazowe.
Dowolna funkcje f(x, f) wystepujaca w ukladzie (1) zastgpuje si¢ w elemencie i funkcjg apro-
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ksymujaca f5:
i Ja(x, O=[N1{f}i= N f(D)+ N1 (%) fi+1(0) 4
gdzie: )
_ X1 X XX _ XX XX
Ny(x)= 1%, = %, > Ni+1(x)_x!+l_xi_ —Ax" dla xe{x;, Xj+1)

Ny(x), Ni4((x)=0 dla xe[xy, X)A(Xi41, Xp]-
Jest to aproksymacja drugiego rzedu. Warunek (3) dla uktadu (1) ma postaé:

oQ 0 (9 b, n QlofNG . _
;=21 [ .ax(A)+gAa 9B ]{N:H(x)}dx—ﬂ (5a)
o 1 8Q\\ (Ny(x) =
l=21 ( B ox ){NH :(x)} iy 5

Po dokonaniu catkowania powyZszych réwnan z uwzglednieniem aproksymacji wyste-
pujacych w nich funkcji formuta (4) otrzymuje si¢ globalny uktad réwnan tézniczkowych

zwyczajnych:
[s] {di}’ +[C] {2}= {0} (6)

gdzie: [S] jest macierza o elementach statych, otrzymana z catkowania po czasie pochodnych
funkcji Q i k; jest ona pasmowa i symetryczna.

(@)= {dQI dhy  dQ; dh dQiy dhiyy  dQu dh.u‘}T

e d a ar T ar D T dt
{¢}={Ql’h1’"'!tht!Ql+19hl+1’---sQMshM}T

[C] jest macierza pasmowa niesymetryczna; jest to macierz zmienna, ktérej elementy za-
lezg od {®};

W ukiadzic (6) dwie skladowe Wektora {®} sa znane, gdyz zadane s3 jako warunek
brzegowy problemu. Jest to wigc uklad réwnani rézniczkowych zwyczajnych o wymiarze
2(M—1) * 2(M —1) przy czym macierze [S] i [C] sa siedmiopizekatniowe. Rozwigzanie
ukladu (6) to typowe zagadnienie poczatkowe dla ukladu réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych. Mozna je zatem rozwiaza¢ klasycznymi metodami rozwigzywania tego typu zagad-
niei. Stosowanie metod jawnych jest nieatrakcyjne, gdyz wymagaja one silnego ograniczenia
wielkosci kroku czasowego dla zapewnienia stabilnosci rozwigzania. W tej sytuacji metoda
réznic skoriczonych bylaby bardziej efektywna, gdyz przy takim samym ograniczeniu
kroku czasowsgo rozwigzuje si¢ uklad z macierza diagonalna (np. w schemacie Laxa-Wead-
roffa) podczas gdy w metodzie elementéw skoficzonych macierz jest siedmioprzekatniowa.
Najlepszymi metodami dla tego typu zagadnien sa metody A-stabilne, czyli absolutnie
stabilne.. Wiadomo jednak [5], ze metoda A-stabilna musi byé niejawna i nie moze byé
rzgdu wyzszego niz 2. Warunki te spelniaja dwie metody: metoda niejawna Eulera (pierw-
szego rzedu) i niejawna metoda trapezéw (drugiego rzedu). Mozna je zapisaé w ogélnej
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postaci nastepujaco: ;
{Plisa={P+4t[(1- 6) {B}i+ O (B}, 4] )

gdzie At — krok catkowania w czasie

0 1 dla metody niejawnej Eulera

0,5 dla metody niejawnej trapezéw.
Zastosowanie powyzszych metod do ukladu (6) daje uklad réwnan:
[S1{®}:+ 4= {u},— 410 [Cle+ 4{P}es ae (8)

gdzie: {u},=([S]-4«(1-6)[C]) {®},,
ktéry jest ukladem algebraicznych réwnas nieliniowych. Uklad ten mozna rozwigzaé albo
metodg iteracji prostej albo metoda Newtona [3].

3. Rozwigzanie ukladu réwnai de Saint-Venanta metodg réznic
skonficzonych

Do poréwnania metod przyjeto znany schemat niejawny Preissmana. Ma on dobre
wlasno$ci numeryczne, a jego skuteczno$é sprawdzono w wielu praktycznych zastosowa-
niach [4]. Szczegélowy opis schematu mozna znaleZé np. w pracach [2,9]. Tutaj przypomni-

}
t
F—‘Ax.
t it [ ; — 5 je1
0.
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I3
J |
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1 2 i i+ M-1 M X

Rys. 2. Siatka r6znicowa dla schematu Preissmanna

my krétko jego ideg. W schemacie tym wartosci funkcji i jej pochodnych aproksymuje sig
w punkcie 0 usytuowanym jak na rysunku 2. Przyblizone wartoéci okreéla si¢ nastgpujaco:

Jomd A=) +fh )+ +7250)] ©
Fi) ‘

Toa[1-a) (s~ +oUHE =] 10)
o,

2 ) t(f AR T AT PR 1) : (11)
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Jesli zastapimy w vkladzie (1) wystgpujace w nim funkcje &, Q, 4, ... oraz ich pochodné
aproksymacjami (9), (10), (11) otrzymamy dla kazdego oczka siatki 2 réwnania réznicowe
wigzace ze soba wartosci funkeji w punktach (4, /), (i+1, /), (i, j+1) oraz (i+1, j+1) przy
czym wartosci z poziomu czasowego j sg znane. Piszac podobne réwnania réznicowe dla
kazdego oczka siatki uzyskuje si¢ uktad 2(M— 1) réwnan réznicowych, w ktérym wystepuje
2M funkcji weztowych h oraz Q. Poniewaz w ukladzie tym dwie funkcje w skrajnych
wezlach sq znane jako zadane warunki brzegowe, do rozwiazania pozostaje uktad 2(M~1)
réwnan o takiej samej liczbie nicwiadomych,, Jest to uklad nieliniowych réwnan alge-
braicznych. Macierz tego ukladu jest macierza pasmowa piecioprzekatniowa. Do jego
rozwigzania stosuje si¢ metode Newtona.

4. Eksperymenty numeryczne

Dia poréwnania efektywnosci metod rozwigzania réwnan de Saint-Venanta wykonano
eksperymenty numeryczne. W pierwszej fazie obliczenia przeprowadzono dla prostolinio-
wego kanatu o arbitralnie przyjetych danych. Byly one nastgpujace (rys. 3):

— kanat o dtugosci 36 km ma staly spadek dna S;,=0,0001, przekrdj prostokatny o sze-
rokosci B=40 m oraz staly wspélczynnik szorstkosci wg Manninga n=0,03;

a-a
Qolt B=40m
558 : A =%
v
! ]
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I ]
I
758 ‘l \ n=003
1 L
6 18
tlh] he
tin

Rys. 3. Schemat kanalu i warunki brzegowe dla przykladu 1

— w chwili =0 w kanale panuje przeplyw ustalony jednostajny o natgzeniu Q,=75,8m?/s
i gigbokosci H,=3 m;

— warunki brzegowe sa nastgpujgce:

na brzegu lewym przyjmuje si¢ funkcje Q(x=0, t)=Q,(t) o postaci jak na rysunku 3;
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na’ brzegu prawym przyjmuje si¢ funkcje h(x=L, t)=h(t)=const taka, ze glgbokos¢ na
koficu jest stala i wynosi 3 m.

Rozwigzanie powyzszego przykiladu metoda roznic skoriczonych wykazalo, Ze:

* 1. Najlepsze rezultaty otrzymuje si¢ dla o= 0 6. Jest to zgodne z informacjami podany-
mi na ten temat w [2].

T Q ‘
[m 1s]
Sm-

400 §

100 1

8  ® . 2 32 07 &8 5sgih]
Rys. 4. Obhczone hydrogramy w wybranych przekrojach kanalu .

2. Schemat zapewnia bardzo dobre spelnienie réwnania zachowania masy. Zbilanso-
wanie masy wody w przekroju poczatkowym i konficowym wykazalo, Ze r6znia si¢ one,
zaleznie od wartodci 4¢, 4x i doktadnosci rozwiazania & o wielkoéci rzedu 0,001 - 0,1 %

3. Zastosowana do rozwigzania ukladu réwnan nieliniowych metoda Newtona za-
pewnia dobra zbiezn0$é procesu iterac)yjr.ego. Rozwigzanie rézniace si¢ w kolejnych przy-

g+ 1) _ pr(e) _
blizeniach o &<0,005; e=max( Ii-{?;)i ), gdzie H glebokos§é, k — indeks iteracji)
uzyskuje si¢ dla dowolnych wartosci 4¢ i 4x juz po 2 - 3 iteracjach.

4. Schemat jest absolutnie stabilny, a wyniki sa malo wrazliwe na wielko$é kroku cza-
sowego. Zmiany At w zakresie od 120 s do 7200 s (przy 4x=1000 m) nie powodowaly
wigkszych zmian otrzymywanych wynikéw.

5. Lepsze wyniki daje aproksymacja wprost calych cztonéw réwnati (1) mz aproksy-
macja poszczegblnych funkeji wystgpujacych w czlonach.

Powyzsze wnioski potwierdzaja znane z literatury, dobre wlasnoéci niejawnego schematu
Preissmana. Przyklady otrzymanych wynikéw przedstawiono na rysunku 4. Sa to obliczone
funkcje O(f) w wewngtrznych weztach kanatu.
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. Nieco szerzej musimy potraktowa¢ metodg elementéw skoficzonych, gdyz nie jest ona
jeszcze tak dobrze opisana w literaturze jak metoda réznic skoficzonych. Jak juz stwierdzi-
liémy, do rozwigzania nieliniowego ukladu réwnari (8) mozna zastosowaé metode iteraciji
prostej. Jednak metoda ta jest warunkowo zbiezna i nigdy nie ma pewnosci czy przyjety
schemat iteracyjny — jeden z wielu mozliwych — jest zbiezny. Zbieznosé zalezy réwniez
od wielkosci 4z7. Moze si¢ okazaé, ze w niektdrych przypadkach, dla jej zapewnienia ko-
nieczne jest silne ograniczenie kroku czasowego [3]. Metode te nalezy wiec stosowaé
z ostroznoscig. W tym przypadku najprostszy schemat iteracyjny dla uktadu (8) o postaci:

[S1{@}sa’ = {u}— 041 [C], {0} (12)

gdzie: k — indeks iteracji, dla zapewnienia zbisznosci wymaga takiego ograniczenia At jak
jawne schematy réznicowe. Wystarczy jednak -przyjaé inny schemat iteracyjny:

([S1+ 04t [CT.0) { @5 = (s}, (13)

a okazuje sig, 2e dla 4t nie ma praktycznie Zadnych ograniczefi. Pewna wada tego schematu
jest stosunkowo wolne tempo zbieznosci. Z tego powodu do rozwigzywania uktadéw typu
(8) zaleca sig, jako bardziej efektywng, metode Newtona [3,5]. Obliczenia wykonane obu
metodami wykazaly, Zze doktadnos¢ rozwigzania na poziomie &¢=0,05 %, otrzymuje si¢ meto-
da Newtona juz po 2 - 3 iteracjach, zas metoda iteracji prostej po 7 - 8 iteracjach. Stwierdzo-
no jednak, ze w schemacie (13) mozna ograniczy¢ liczbg iteracji do 2 otrzymujac e<2 %, co
zapewnia jeszcze wystarczajaco dokladne wyniki.

m |
{mnpml
12 —o a

10}

.3.

T N T WA R e 8 20 22 2% 3% 35 3 Ty
RE
032 3% e

Rys. 5. Obliczone uklady zwierciadla wody metoda elementéw skoficzonych
a) zgodnie z (14), b) zgodnie z (15)

Charakterystycznym objawem spotykanym w trakcie obliczeri byly podiuine oscylacje
zwierciadla wody (rys. 5). Sa to dobrze znane oscylacje typu 24x, charakterystyczne dla
niektérych schematéw réznicowych. Efekty takie obserwowali takze autorzy prac [1, 7).
Przyczyna tego jest sposéb aproksymacji czlon6éw nieliniowych w réwnaniach rézni-
cowych. Dla zlikwidowania tych oscylacji autorzy [7] proponuja zmiang sposobu obli-
czania wartosci funkcji na brzegach lub modyfikacje wynikéw w wezlach parzystych.
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Wedlug nas oscylacje mozna wyeliminowaé inaczej. Oscylacje wystepuja wtedy, gdy
wszystkie funkcje wystepujace w (5a) i (5b) aproksymuje si¢ wg (4). Uklad (5) bedzie wige

nastgpujacy:

6Q,, 2 (Q; h, n2 Q‘|Q‘| N(x) 2
t=21 J'[—é‘? ax(A‘)+yA.a +9R413 4, ]{N’+l(x)}dx—o (14a)

Mot foh, 1000\ [N Y, _
Z, f (E”’B‘.E){N;H(x)}""“’ ko

gdzie indeks a oznacza aproksymacje wedlug (4). Zamiast tego proponujemy nastgpujace

podejscie:
00, 0 oh, (gn*Q|Qf\ 1[N n
i; j [ ot g ox (-Z)"i' gA, -a;"l'(ﬁi T)c] {N;H(x)} dx=0 (15a)

1 aQu N‘(x) 4
I-Z:l ( B, 0x ){NH- 1(-")} sk \ U

xi
W réwnaniach tych g, jak poprzednio, oznacza aproksymacje wediug (4) za$ c oznacza,
e dana funkcja jest stala w elemencie i o wartoéci Sredniej z wartosci w weztach czyli:

Jitfiv1

f_._.=—2—-=const :

Przy takim podejéciu podiuzne oscylacje zwierciadta wody nie pojawiaja si¢. Catkowa-
nie ukladu jest tatwiejsze, gdyz wszystkie catki w (15) mozna obliczyé analitycznie. Przyklad
uzyskanych w ten sposéb wynikéw przedstamono réwniez na rysunku (5) poréwnujac je

z wynikami dla ukladu (14).

{t)

L =17,700km

T

Zalew Wiglany
b

by,

x=L x[km]

Rys. 6. Schemat rzeczywistego systemu: Zalew Wislany, rzeka
Elblag, jezioro Druzno

Wyniki otrzymane dla takich samych danych metoda elementéw skoficzonych réznity
si¢ bardzo nieznaczniz od wynikéw otrzymanych metoda réznic skoficzonych. Otrzymane
réznice rzedu 1 mm dla glgbokosci i 0,1 m3/s dla przeplywéw sa mezauwazalne w skall

przyjetej na rysunku (4). Reasumujac mozna stwierdzié, Ze:
1. W metodzie element6éw skoficzonych uzyskuje si¢ bardzo dobre spelnienie réwnania
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zachowania masy. Otrzymywane wyniki byly nawst nieco lepsze niz w metodzie réznic
skoniczonych.

2. Dla eliminacji podfuznych oscylacji zwierciadta wody nalezy odpow ednio aproksy-
mowa¢ czlony nieliniowe.

3. Zaréwno schemat nicjawny Eulera jak i schemat niejawny trapezéw sa absolutnie
stabilne, a uzyskane przy ich uzyciu wyniki ré2nia si¢ nieznacznie.

4. Rozwiazanie koficowego ukladu réwnan nieliniowych mozna otrzyma¢ badz metoda
iteracji prostej badZ metoda Newtona. Skuteczniejsza jest metoda Newtona; wyniki uzysku-
je sig w 2 - 3 iteracjach.

Drugi eksperyment numeryczny wykonano dla rzeki Elblag. Jest to stosunkowo krotka
rzeka o diugosci 17,700 km. Eaczy ona jezioro Druino z Zalewem Wislanym. Wskutek
spigtrzeni wiatrowych w Zalewie Wislanym nastgpuje naplyw wody rzeka Elblag do jeziora.
Intensywno$é naplywu zmienia sig w czasie i zalezy od aktualnego ukladu pozioméw wody
w jeziorze i zalewie. Z kolei obniZenie si¢ poziomu wody w zalewie wywoluje przeplyw
w kierunku cdwrotnym tzn., z jeziora do zalewu.

Warunki poczatkowe sa nastgpujace: w chwili poczatkowej rzeka i jezioro sa napelnione
do stalego poziomu hydrostatycznego, czyli dla #=0; h(x, t)=hp=const, Q(x, 1)=0.

Warunki brzegowe formutuje sig nastgpujaco:

— od strony Zalewu Wislanego (x=0) znana jest funkcja k() reprezentujaca zmiany po-
ziombéw wody w zalewie:
— od strony jeziora Druzno (x=L) nie znana jest funkcja h(t) oraz Q(t), dane jest nato-
miast rézniczkowe réwnanie retencji jeziora, wigzace te dwie funkcje. Postaé tego réwnania
jest nastgpujaca [10]:

dhy_

dt F (h)

z warunkiem poczatkowym: A;(t=0)=hp
gdzie: Q;(t) — nateZenie doplywu do jeziorarzeka Elblag, g(¢) — doplyw do jeziora z terenu
zlewni, F(h) — powierzchnia jeziora [km?],

13,0 dla h<0
F(h)={13,0+200h** dla 0<h<0,30
27,0 dla h>0,30

——(Qu()+4 (D) 17)

h — wzniesienie zwierciadta wody w jeziorze [m] nad §redni poziom morza, h, — poczatko-
we papelnienic jeziora.
~ Przekroje poprzeczne mialy ksztalt trapezéw o zmiennych wymiarach. Szerokosci rzeki
na poziomie zwierciadta wody wynosity od 35 do 64 m za$ rzegdne dna w kolejnych przekro-
jach zmienialy si¢ w granicach od —2 do —4,5 m. Odlzgloéci migdzy przekrojami wynosily
0,7 - 1,0 km. Wyniki obliczeri obydwiema metodami przedstawiono na rysunku 6. Krzywa a
reprezentuje warunek brzegowy od strony Zalewu Wi$lanego, w ktérym notowano zmiany
pozioméw wody w okresie 17 - 24.01.1983 r. Krzywa ¢ reprezentuje obliczone zmiany po-
zioméw wody w jeziorze Druzno, czyli w punkcie x=L, za$§ krzywa b jest wynikiem dla
przekroju potozonego w odlegloci 5 km od jeziora. Dla poréwnania naniesiono pomierzone
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poziomy wody (1 raz na dobg) w tych samych przekrojach. Wyniki te otrzymano dla n=0,02
oraz At=3600s. Na rysunku zaznaczono tylko pojedyncze krzywe. Okazalo si¢ bowiem,
tak jak i w pierwszym przykladzie, Ze réznice wynikéw uzyskanych metoda réznic skoficzo-
nychi metods elementéw skoriczonych byly tak male, Ze ich zaznaczenie na rysunku jest
niemozliwe, Maksymalne réznice obliczonych rzgdnych zwierciadla wody wynosity ~0,5%
za$ natgzen przeplywow ~29.

5. Whioski

Uzyskane wyniki wskazuja, ze zaréwno metoda réznic skonczonych jak i metoda ele-
mentdéw skonczonych, odtwarzaja przeplyw nieustalony w rzece z jednakowg doktadnoscig.
Z tego punktu widzenia metody te sa réwnowazne.

Dla zastosowan praktycznych istotny jest koszt obu metod, czyli czas obliczed na kompu-
terze. Poréwnanie czaséw obliczeni wykazalo, 7e metoda réznic skonczonych jest ok. 309,
szybsza. RézZnica ta jest wynikiem 16znych wymiaréw macierzy wspolezynnikéw korico-
wego ukladu réwnan. W metodzie réznic skoficzonych szeroko$¢ pasma macierzy wynosi 5,
podczas gdy w metodzie elementéw skoriczonych 7. Réznice w czasach obliczer nie sta-
nowig jednak dceydujacego kryterium, gdyz czasy te sg stosunkowo krétkie. Nalezy tutaj
przypomnieé, Zze do poréwnania metod przyjeto najlepszy schemat réznicowy.

Mozna zatem stwierdzié, e w przypadku réwnan de Saint-Venanta nie ma wyrazZnej
przewagi jednej metody rozwiazania nad druga.
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A comparison of the solution effectiveness of de Saint-Venant
equations with finite element method and finite difference method

Summary 4
For the solution of de Saint-Venant equations the finite element method and the implicit (four
points) finite difference scheme has been used. The set of algebraic equations obtained from approxima-

tion has been solved with Newton method. The accuracy of the solution of 0.05% was obtained after
2-3 iterations. Numerical experiments allows to conclude that:

— both methods have given the same accuracy
— finite diffcrence methed is about 309 faster then finite element method.



