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Zastosowanie metody elementéw skonczonych do obliczania wyplywa
spod zasuwy

1. Wstep

Ocena natezenia wyplywu spod zasuwy nalezy do najstarszych zadaf hydrauliki. Do
chwili obecnej nie doczekalo si¢ ono satysfakcjonujacego rozwiazania, o czym Swiadczg
stale pojawiajace si¢ w literaturze §wiatowej, nowe materialy na ten temat [1-8,10-13].

Ogéblnie metody shizace do rozwiazania omawianego problemu podzieli¢ mozna na
doswiadczalne i analityczne. Te ostatnie rozpatrujg wyplyw spod zasuwy zwykle w ukladzie
plaskim.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie i dyskusja wynikéw rozwiazania zadania
plaskiego wyptywu spod zasuwy metoda elementéw skoficzonych.

2. Réwnania podstawowe

Punkt wyjécia do analizy wyplywu spod zasuwy stanowi zalozenie ustalonego i bez-
wirowego przeplywu, nielepkiej i niescisliwej cieczy. Pozwala to w dwuwymiarowym
obszarze przeplywu wykorzysta¢ réwnanie Laplace’a zapisane dla funkeji potencjatu:
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T e (D
przy czym:
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oznaczaja odpowiednio poziomg i pionowa skladowa predkosci. W obszarze przeplywu
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obowigzuje rownanie zachowania cnergii (rys. 1)

LA :‘ +yy=Hy=const, )

29

gdzie: g — przyspieszenie ziemskie, H, — wzniesienie linii energii nad przyjetym poziomem
odniesienia, p,/y — wysoko$¢ ci$nienia w punkcle i, v, — predkosé¢ przeplywu wody w pun-
kcie i, y, — wzniesienie punktu # had"poziomym dnem.
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Rys. 1. Schemat wyplywu spod zasuwy dostosowany do analizy metoda elementéw skoficzonych

Dla pokazanego na rys. 1 obszaru przeplywu, bedacego obszarem poszukiwaid roz-
'lnq,zama réwnania (1), zadawane sg nastgpujace warunki brzegowe:

S1
= w przekroju wejciowym S| : Dl:(ﬁ) =const

I3 52
— w przekroju wyjsciowym S, : vz=(—6\7) =const

— na brzegach nieprzepuszczalnych: S5, S4: v,=0
— na §ladzie powierzchni swobodnego zwierciadla zwanego dalej linia swobodnej po-
wierzchni S5: v,=0, P=Pam,
gdzie: n — kierunek normalny do linii § ograniczajacej obszar przeptywu V, v,, v;, v, —
predkoéci w kierunku normalnym do granic obszaru, p — warto$¢ ci$nienia, puym —
ciSnienie atmosferyczne.

Nie poszukiwano bezposrednich rozwigzad réwnania (1) w obszarze przeplywu, lecz
wykorzystano rachunek wariacyjny do znalezienia matematycznie réwnowaZnego réw-
nania catkowego, zwanego funkcjonalem, ktérego argument stanowi funkcja potencjatu.



ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH DO OBLICZANIA WYPLYWU... 37

Roéwnowazny réwnaniu (1) funkcjonal ma . postaé:

ot e rfol @

gdzie: p — gestosé wody. :

. Rozwigzanie réwnania (1) wewnqtrz obszaru przeplywu zostalo sprowadzone wnc
do znalezienia funkcji potencjatu, dla ktérej funkcjonat (4) osiaga minimum [14]. Funkcjo-
nat (4) mozna interpretowaé w rézny sposéb [2, 3, 4]. Matematycznie — jest sformutowa-
niem wariacyjnym rownowaznym réwnaniu (1) dla okreflonej z warunku brzegowego
pochodnej normalnej. Fizycznie, pierwszy skladnik funkcjonalu przedstawia energig
kinetyczng stiumienia cieczy zawartg w obszarze V. Drugi skladnik funkcjonahu, bedgcy
catka krzywoliniows, okrefla prac¢ wykonywang przy przechodzeniu cieczy Zze stanu
spoczynku do plyniecia, wskutek zmian cisnienia na granicach obszaru. Energia strumienia
nielepkiej cieczy przechodzacego przez ograniczenie S, i wychodzacego ] przcz S2 ]est stala
(rys. 1) : ;

Hy="t s H= 4 ' 1)
e g2 ol (O o i i
Stosujqc réwname o:a,glosc: dla plasknego przeplywu :
H"l hv, ‘ ' ' V (6)
wyznaczy¢ mozna predkosc doplywajqcej wody w przekroju S,
29
v,=H_| 7
= H#¥h' M

Stosunek napelnienia w przekrogu S, do wielkoéci otwarcia zasuwy a zdefiniowano
jako wspdélczynnik kontrakcji e [8]: '

g=—. ®)

ia

Jednostkowe nateZenie przeplywu przy niezatopionym wyplywie Spod Zasuwy wyrazné
moZna m.in. w postaci [8]:

- gq= na\/ZaH ; )

gdzie: p — bezwymnarowy wspélczynmk wydatku ‘ !
Z poréwnania zaleznosci (9) okreslajacej natezenie przeplywu i wymkajqcej Z réwnania

cigglosci plaskiego przeplywu otrzymano; _
q=0; ﬂa=#ﬂa/ 2gH | (10)
skad po przeksztalceniach wyznaczono . wspélczynnik ‘wydatku: '

&
I RO TR s ] B { 1 a
[T /“ ] N > §oufs L r \[i+8— -

(an




38 J. KUBRAK

3. Zastosowanie metody elementéw skoficzonych

Do minimalizacji funkcjonalu (4) wykorzystano postepowanie Rayleigha-Ritza [14].
Obszar przeptywu (catkowania) V ograniczony linig S, na ktorej okreslona jest prosto-
padia skladowa predkosci db/dn dzielony jest na M podobszaréw — elementéw. Poszu-
kiwang funkcje @ wewnatrz kazdego k weztowego elementu e aproksymuje si¢ nastgpujaco:

P,
(@) =[No, Ny, .., NJ{ 7 =[N] @) (12)
?,
gdzie: [N,, N, ..., N,] sa funkcjami ksztaltu, uzaleznionymi jedynie od wspéirzgdnych
P,
elementu, a d?’ wektorem wartosci funkcji w weztach elementu e.
?,
Minima]izacji funkcjonahn I(®) wzgledem wszystkich wartoéci poszukiwanej funkcji

@, P, ..., D, wystepujacych w calym obszarze mozna wedtug Ritza [14] dokonaé przez
przyréwnanie do zera pochodnych funkcjonatlu (4) wzgledem niewiadomych:

oI (D)
20,

o1 (P)
0, 1. (13)

A(P)
oo}

o1(®)
o0,

Typowe réwnanie 8I(®P)/d®, otrzymuje si¢ po zrézniczkowaniu wzgledem wartosci
funkcji @, w wezle i elementu e:

oI (®)* od 8 (0P od 3 (oD Bd-")
= N i dxd N d 14
5, "H[axaaa(ax)’“ ayads.( )] W ”ff’ ‘(a #
Ve : Se
i po uwzglednieniu zwigzku (12)
oI (di)' oN; oN; oN, _\ 9N,
oo, _U [( Wt -t gy et

oN, ,  ON, Ny, aN, 90
y - ds=0. (15
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Za podstawowa jednostke podzialu obszaru przeplywu przyjeto osmiowezlowy czworo-
katny element izoparametryczny (rys. 2) [14]. Taki typ elementu umozliwia wykorzystanie
kwadratowej funkcji ksztattu do opisu zmian funkeji potencjatu w elemencie, co zapewnia
zachowanie liniowych zmian skladowych predkosci pomiedzy sasiednimi wezlami ele-
mentu zgodnie z réwnaniem (2) oraz migdzy elementami i pozwala na dokladniejszg
aproksymacj¢ brzegu w obszarze rozwiazania.

y
L 8 3
V"Il l’vm ':J(
N & vy=m T
; i if
1 6 2
Rys. 2. Przyjgty typ elementow izoparametrycz-
nych z zaznaczonym lokalnym ukladem wspél-
rzgdnych i punktami Gaussa X

Funkcje ksztattu dla o$miowgziowego elementu czworokatnego podane sg we wspol-
rzgdnych znormalizowanych, co wymaga ich transformacji na wspéirzgdne globalne [14].
Przyjete w ukladzie lokalnym (£, #) funkcje ksztaltu dla numeracji wezléw jak na rys. 2
s3 nast¢pujace:
Ni(Gom=—21-)A-n(1+&+n)
Ny, mM=31+H(A-m(E—-n—1)
N3(€,m=31+O(A+n)(CE+n-1)
NS, M=3(1-DQA+n(=¢+n-1) (16)
Ny, m=1(1-)(1-n?)
Ne(§, m=3(1-E})(1-n)
N, m=3(1+&)(1-7)
No(Z, m)=3(1-&)(1+n)

Przy zadanym typie elementu i funkcjach ksztattu obliczaé mozna wspéiczynniki réw-
nania (15) dla wszystkich niewiadomych &, , ..., @, wystepujacych w elemencie. Powstaly
ukiad ' réwnaﬁ mozna zapisa¢ macierzowo: ‘

o1 (®)° e
W_D‘] {2} —{Q)°= ()]
gdzie:
25 ON,ON, ON,ON
[k]*= J._f (Bx‘ axj Ta;"a_;)d dy (18)
Se
Q)= -p§~,(§—f) ds 19

Se

Lj=1,...k
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Istotng wadg elementu typu izoparametrycznego stanowia trudnofci rachunkowe
zwigzane z obliczaniem macierzy [K]° i wektora {Q}, poniewaz ich elementy zalm od
funkcji ksztattu N;(,#) i jej pochodnych wyrazonych we wspélrzednych globalnych.
Niezbedne sa dwie transformacje:

— funkcji ksztaltu i jej pochodnych zdefiniowanych we wspéirzednych lokalnych
na wartosci w ukladzie globalnym,

— powierzchni catkowania we wspélrzgdnych lokalnych na powierzchnie w ukladz:c
globalnym.

Dla pochodnych funkcji ksztattu zdefiniowanych we wspétrzednych lokalnych sto-
sowano transformacj¢ wedlug zwigzku wynikajacego z regut rézniczkowania:

aN, aN,

P nrE3

*l=r-1 %1, (20)
aN‘ aN! '.'.’-;.:'5

oy on

gdzie macierz [J]~! jest odwrécong macierza Jakobiego, ktéra ma postaé:
W - “ox dy7| [N, 24N, ~ |
® | | Ty _ on
ox dy 8ON; ZSON Rl e
|| PR, B
On:on | | Tog " Tom
Do' transformacji powierzchni; po ktorej odbywa sie catkowanie, stosowano stan-
dardowy proces, polegajacy nd okreflaniu wyzna¢znika macierzy [J]:

| dxdy=det[J]dédn. - (22

Do obliczania skladnikéw réwnania (18) zastosowano catkowanie numeryczne Gaussa
[9, 14]. Dla elementu wzorcowego (rys. 2) calki w rownaniu (12) obliczano ze wzoru:

Il"' I Iﬁ(cs ﬂ)dfdﬂ Zzakal¢(ch "l)s (23)

gdzie: a,, y — parametry wagowe, &, 1, — wspélrzedne punktéw Gaussa, m.~ liczba
punktéw Gaussa stosowana w calkowaniu w jednym kierunku. e

Wystarczajaco dokladne obliczenia skladnikéw réwnania (18) mpewnl.a wE, [9] Przy-
Jecie 3 punktéw Gaussa dla kazdego kierunku (rys. 2). Catke z réwnania (18) na k;; obli-
czano nastgpujaco:

J'J'@NtaN; 22 aNi(fh 'h)aNj(ah )

o o LAy = LY 0ea det[J (& m)], (24

gdiie:
dN
_-‘ (Ek ’ 'Tl)

Jjest wartoscia pochodnych funkcji ksztaitu w punkcie Gaussa o wspélrzgdnych (s m)-



ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH DO OBLICZANIA WYPLYWU... 41

Specyfika numerycznego catkowania metoda elementéw. skoficzonych stwarza pewne
tiudnosci w obliczaniu wartosci skladowych predkoéci w wezlach elementu. Obecny stan
wiedzy w tej dziedzinie nie okresla jednoznacznego rozwigzania omawianego problemu.
ZIENKIEWICZ [14] postuluje rézne sposoby postgpowania. Zdecydowano sig¢ po obliczeniu
wartosci skladowych predkosci w punktach Gaussa przejéé do wartosci w wezlach ele-
mentéw za pomocy liniowe;j interpolacji, a nastgpnie oblicza¢ warto$é §rednia arytmetyczng
dla wezléw wspélnych dla kilku elementéw.

Skladowe predkosci jako pochodne funkcji &, wyznaczano ze zwiazkdéw:

8 5N,
v,=Y—o, (25)
1 ox
- 30N,
=Y —a@.. 2
ol i (26)

Pochodne globalne dN,/dx, dN,/dy obliczano z réwnania (20) w punktach Gaussa.

4. Budowa globalnego ukladu réwnai

Catkowity funkcjonal jest suma skladnikéw pochodzacych od poszczegdlnych ele-
mentéw:

= ‘
1@)= 31y an
Dla calego obszaru ¥ pr A (17) ma postaé:

o) X : '
ot S0 e e_ o _ 28).
3 (@) ;{[k] {o}-{Q}}=0 (28)

i ostgtbcznic: _
[K]{®}={Q}. (29>

Macierz [K] jest symetryczna i wst¢ggowa, co w obliczeniach pozwala zredukowaé jej
wymiary. Szeroko$¢ wstegi stanowi powigkszona o jedno$é najwigksza réznica numerdw
wezléw w elemencie (wybrana z calego obszaru). Uklad (29) jest liniowy i symetryczny
o liczbie réwnas réwnej liczbie weziéw. Do jego rozwigzania wykorzystano procedurg
eliminacji Gaussa [14]. Rozwigzaniem ukladu sa wartosci funkcji potencjalu w wezlach,
wedtug ktorych oblicza si¢ skladowe predkosci z réwnan (25), (26).

5. Wprowadzenie warunkéw brzegowych

W pokazanym na rys. 1 obszarze przeplywu brzeg S, i S, mozna traktowaé jako brze-
gowe linie jednakowego potencjatu, wtedy @=const. Taka forma warunku brzegowego
zostala wprowadzona do ukladu (29).
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Warunek d/dn obliczany jest dla wszystkich elementéw jednakze catka (19) przyjmuje
wartoéci rézne od zera jedynie w tych elementach, ktérych wezly leza na granicy obszaru
przeplywu S, S, i tylko ich udziat uwzgledniony jest w globalnej macierzy {Q} Na nie-
przepuszczalnych brzegach i na swobodnej powierzchni, predko$é normalna v, przyjmuje
wartosé zero (9®/dn=0). Wektor {Q}* czworokatnego elementu, ktérego bok leZy w prze-
kroju wejéciowym S; ma postac [14]:

-l ]
0
0

s il vl

Q=<1 Gt (30)

0

0

0

gdzie: | — dlugoséé boku elementu pokrywajacego si¢ z przekrojem S, .

6. Obliczanie polozenia swobodnej powierzchni

Do obliczeri swobodnej powierzchni przy wyplywie spod zasuwy wykorzystano algo-
rytm sformulowany przez DiErscHA [4]. Pierwszym krokiem w rozwigzaniach zadah
przeplywu ze swobodna powierzchnia jest zaloZenie jej polozenia, ktére nastgpnie bedzie
poprawiane, az do momentu spelnienia wymienionych w punkcie 2 warunkéw brzego-
wych.

Predko$¢ w dowolnym punkcie i na swobodnej powierzchni obliczano z réwnania
Bernoulliego (5) wykorzystujac znang warto$¢ predkosci v, w przekroju wyjsciowym S,
dla zatozonego wzniesienia linii energii H, i zalozonego polozenia linii zwierciadla wody
ya=h

2 ﬂ;
BB T Pl 31
29 + Vi 29 +y2 | (31)
(Py=Pp2=Pum)- Dla przyjetego liniowego rozkiadu predkosci migdzy wezlami na swobodnej
powierzchni (patrz pkt 3) zachodzi (rys. 3):

Vi1~

v(s)= ds

s+o;, (32)

gdzie 4s jest odleglo$cia migdzy naroznymi weztami w elemencie. Korzystajac z warunku,
2e predkosé vw punktach swobodnej powierzchni mozna wyrazi¢ réwniez jak predkosé
w kierunku stycznym do zewngtrznej linii pradu tzn.:

ad
v(s)= D5 (33)
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po uwzglednieniu zaleznosci (32) otrzymano:

(041 —0)*
v(s)=v;s+%j;2—sz+ v, (34)

gdzie: U — stala catkowania wyznaczona z warunkéw
Dl,=0=P; 1 ¢ls-ds=¢:+1-

Ostatecznie otrzymano zaleznosé do obliczania wartosci funkcji potencjalu w wezlach
na swobodnej powierzchni:

v+v
¢‘=¢‘+1—(l—2i+—l)ds. (35)
Z réwnania (35) obliczaé mozna wartoéci @, dla wezléw lezacych na swobodnej powierz-
chni, zaczynajac od zalozonej wartoéci potencjalu na brzegowej linii potencjalu w prze-
kroju wyjéciowym S,. Obliczone w ten sposéb wartosci potencjalu wprowadzane byly
do ukladu (29).

1-2. .. : Sls —éd
210 i EL-] ds
N linia swobodnej
powierzchni
\
~

Rys. 3. Liniowy rozklad predko&ci migdzy wezlami na swobodne;j powierzchni

Spelnienie drugiego warunku — zerowej wartosci skladowej predkosci w kierunku
normalnym do swobodnej powierzchni (v,=0) — umozliwia wraz z obliczonymi skladowy-
mi predkosci podanie zaleznosci na wielko$é poprawek rzednych weztow lezacych na
swobodnej powierzchni.

Przebieg linii zwierciadla wody miedzy skrajnymi punktami w elemencie opisano
wielomianem trzeciego stopnia (rys. 3):

y(x)=Ax3+ Bx*+Cx+D, (36)

gdzie x, y oznaczaja odpowiednio odcigte i rzgdne punktéw na swobodnej powierzchni.
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Lokalny spadek zwierciadla wody oblicza si¢ po zrézniczkowaniu réwnania (36):...

S(x)=y'(x)=34x*+2Bx+C. @37
Wspdlczynnik A, B, C wyznacza si¢ z warunkéw:
x=0 S.' = C
4 4
x—-Txi—>3i+1—-3A—{—+ZBA—;-’+C (38)

x=Ax‘—’S‘+1=3AAx[ +2.BAx|+C. €

Z réwnafi (38) wyznaczyé mozna wspélkezynniki 4, B, C, ktére ponownie wpro{vadzonc
do réwnania (37) pozwalaja wyrazié réznice skrajnych rzednych weziéw w elemencie
W ‘postaci:

Ax -
Ayi=(sl+4si+l+si+2)‘—‘ i "'(39)

gdzie S,, Sy4+1,8y42 0znaczaja lokalne spadki linii swobodnej pow1erzchm obhczane przy
uzyciu skladowych predkosci:

Sml. (40)
v_"

Wyznaczone z réwnania (39) poprawki dla rzednych naroznych punktéw wezlowych
w elemencie odnoszone byly do wartosci rzednych uprzednio obliczonych. Wspéirzedne
wezléw posrednich w elemencie obliczano jako srednia arytmetyczng wspéirzednych
wezléw naroznych.

Dla poprawionej linii swobodnej powierzchni ponownie obliczano warunek ci$nienia
P=Pum (35), rozwigzywano uklad réwnan (29) i obliczano nowe skladowe predkosci,
ktére stuzyly do kolejnej iteracji potozenia linii swobodnej powierzchni. Iteracj¢ prowadzo-
no tak dilugo, az wspélrzedne punktéw lezacych na swobodnej powierzchni spetnialy
narzucone kryterium dokladnosci:

|yl..ltl.m"— yi,.nowe"[ <a, (41)
gdzie: a — przyjete kryterium dokladnosci.

7. Numeryczna kontrola granicy jednakowego potencjalu

W toku iteracyjnego poprawiania wspéirzednych weztéw lezacych na linii swobodnej
powierzchni, graniczna linia potencjatu (S,) nie moze przybieraé dowolnego ksztattu
i powinna spehiaé warunek ortogonalnosci z nowo obliczong linig swobodnej powierzchni
(rys. 4). Konieczna staje si¢ wigc korekta jej polozenia w taki sposéb, aby warunek @=const
lub v,=v, (predkosé wody w przekroju wyjsciowym S, réwna skiadowej normainej do
granicy) byt spelmiony po kazdej iteracji polozenia swobodnej powierzchni. Znajomo§¢
lokalnych spadkéw w weztach wzdtuz brzegowej linii potencjalu pozwala wyprowadzic¢
zaleznoé, jak dla rzednych wezléw lezacych na swobodnej powierzchni, umozliwiajaca
przeprowadzenie korekty jej polozenia, przy zatoZeniu, Ze zmiennoé¢ odcigtych punktéw x,
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bedzie przedstawiona w elemencie wiclomianem trzeciego stopnia w funkcji rzednych y:
1 _ 4y
Ax,=(S;+4S141+ S0 - “2)

Wspoétrzedne weztéw wzdiuz linii jednakowego potencjatu poprawia si¢ kolejno od
dolu do gory, zaczynajac od wezla na korpusie przelewu (punkt obrysu), przy czym dy,
s3 wartosciami, ktére obliczono w toku korekty swobodnej powierzchni i wewnetrznych
linii pradu (patrz pkt 8).

dy;

Rys. 4. Korekta poloZenia granicznej linii jednakowego
' potencjalu

8. Ruchoma sie¢ elementéw

' W obliczeniach polézenia linii swobodnej powierzchni uwzglednié trzeba, Ze kolejne
poprawianie jej przyjetego, niedoskonalego przyblizenia doprowadzi¢ moze do znacznego
znieksztalcenia Iub nawet naloZenia si¢ sieci elementéw. DIERSCH [4] rozwigzal ten pro-

W LI TIIIIIT]]
o T

i~

A L LLITTTTTTT A "

o NNRNTTEN A

ool | | LI L]
T ] :

T 2 | 2H E
0 020 040 080 080 100 120 140 180 180 200

Rys. 5. Schemat podzialu obszaru przeplywu na czworokatne elementy

1 — zaloZone polozenie linii swobodnej powierzchni, 2 — obliczone polozenie linii swobodnej powierzchni, 3 — obliczone polotenia
wewnetrznych linii pradu
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blem stosujac czworokatng forme siatki i dostosowujac jej ksztalt do kazdorazowe;j linii
swobodnej powierzchni, przez znalezienie z warunku v,=0 (39) odpowiedniego, nowego
polozenia wewnetrznych, przeciwleglych bokéw czworokatnych elementéw w zaleZnosci
od zmian polozenia linii swobodnej powierzchni. Obliczone w ten spos6b z zaleznosci (39)
rzedne wezléw bokéw przeciwleglych do linii swobodnej powierzchni tworza linie ilustru-
jace przebieg linii pradu wewnatrz obszaru przeptywu (linie 3 na rys. 5).

9. Technika obliczen wyplywu spod zasuwy

Przebieg obliczer natgzenia przeplywu wyplywajacej spod zasuwy cieczy, wzniesienia
linii energii i poloZenia linii swobodnej powierzchni sg nastgpujace:

1) zaklada si¢ poziome polozenie zwierciadla wody gérnej i ksztalt polozenia linii
swobodnej powierzchni ponizej zasuwy,

2) ze wzor6éw (7) i (5) oblicza si¢ wzniesienie linii energii H,

3) dokonuje si¢ dyskretyzacji obszaru przeplywu,

4) postepujac od dolu strumienia (punkt F) do punktu A poloZonego na krawedzi
zasuwy (rys. 1), oblicza si¢ ze wzoru (35) warunek stalego cisnienia na linii swobodnej
powierzchni, przyjmujac stala wartos¢ potencjatu, np. @=1000 m? s~* w przekroju S,
bedacym graniczng linig potencjatu,

5) rozwiazuje si¢ uklad (29), wyznacza skladowe predkosci (25), (26) i dokonuje sig
korekty swobodnej powierzchni i wewngtrznych linii pradu, zaczynajac od punktu A4,

6) przeprowadza si¢ korektg¢ polozenia granicy jednakowego potencjalu S, wg (42),

7) ponownie oblicza si¢ nowe wzniesienie linii energii H, ze wzorow (7) i (8), w ktorych
h oznacza wzniesienie punktu F swobodnej powierzchni w przekroju S, nad dnem, po
dokonaniu uprzednio korekty poloZenia linii swobodnej powierzchni, j

8) obliczenia wg punktéw 3 - 7 prowadzi si¢ ponownie do chwili, gdy polozenie linii
swobodnej powierzchni przy kazdorazowo obliczanym wzniesieniu linii energii H, prze-
stanie si¢ zmienia¢ i spefniony bedzie warunek (41).

10. Wyniki obliczei

Do prowadzenia obliczeri wyplywu spod zasuwy opracowano program obliczeniowy
GATE w jezyku FORTRAN na komputerze RIAD 1035. Obszar przeptywu przy stalym
wzniesieniu wody gornej H=0,5 m pokazany na rys. 5, dzielono kazdorazowo na 240
elementéw, co dawato 813 weztow. Na granicy obszaru przeplywu S,, bedacej linia jedna-
kowego potencjalu zadano stala warto$¢ potencjatu réwna 1000 m? s~*. Obliczenia roz-
poczynano zakladajac wstepnie warto$¢ linii energii H,, tak aby spetnione bylo réwnanie
(5), (7) przy przyjelym potoZeniu linii swobodnej powierzchni i A.

Obliczenia natezenia wyplywu spod zasuwy i poloZenia linii swobodnej wykonano dla
nastepujacych stopni otwarcia zasuwy:

a

—=0,1;0,2;0,3;04; 0,5.
H



Tablica 1
Obliczone charakterystyki hydrauliczne wyplywu spod zasuwy przy roéznych stopniach jej otwarcia

a a 0y | h & " Liczba Czas
[m] H [m] [ms=1] | [m] iteracji obliczefd
1 2 3 | 4 | 5 | 6 | 7| 8 | 9
0,05 0,1 0,5019 [ 0,1923 0,0317 0,634 0,615 7 22 min, 39s
0,10 0,2 0,5070 0,3699 0,0626 0,626 0,590 14 44 min, 11s
0,15 0,3 0,5147 0,5364 0,0933 0,622 0,571 9 40 min. 47s
0,20 0,4 0,5247 0,6961 0,1242 0,621 0,556 11 37 min. 22s
0,25 0,5 0,5366 0,8476 0,1549 0,620 0,542 8 30 min. 11s
2
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Rys. 6. Obliczone polozenia zwierciadla wody ponizej zasuwy przy réznych stop-
niach jej otwarcia
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Rys. 7. Linie swobodnej powierzchni w ukladzie (x/k, y/h)
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Obliczone charakterystyki hydrauliczne oraz czasy obliczei zadania na emc RIAD
1035 zestawiono w tablicy 1. Na rys. 5 pokazano zalozone i obliczone polozenie linii
swobodnej powierzchni oraz wzniesienie linii energii dla a/H=0,5. Wyniki obliczefi po-
lozenia linii swobodnej powierzchni przy réznych stopniach otwarcia zasuwy bokhzano
na rys. 6.

. Obliczone krzywe linii swobodnej pow:erzchnl przy réznych stopniach otwarcia zasuwy

przedstawiono na rys. 7 w ukladzie y/h i x/h. Jak wynika z rys. 7 ksztalt linii swobodnej
powierzchni, w przyjetych wspéirzednych bezwymiarowych jest miezalezny od stopnia
otwarcia zasuwy. Proby znalezienia réwnania regresji funkcji elementarnej, wyréwnuja-
cego powstaly zbiér punktéw nie powiodly si¢ i poprzestano na odrgcznym jego wyréw-
naniu.
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a Mc Corquodale, Li [10) wg a/H
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—:=—:=—:  Pajer [11] wg a/H

'@ Southwell, veisey [13] wg a/H

o Voight [8] wg a/H
——u== Mueller (8] wg a/H
. Kubrak wg a/H

Rys. 8. Wspblczynniki kentrakcji pfzy wyplywie spod pionowej zasuwy obliczone metoda analityczng
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Na podstawie obliczonych linii swobodnej powierzchni wyznaczono ze wzoru (8)
wspolezynniki kontrakcji & (kolumna 6 tablicy 1), ktére poréwnano na rys. 8 z warto$ciami
z obliczei otrzymanymi przez réznych autoréw. Pomimo stosowanych réznorodnych
metod rozwigzania zadania wyplywu spod zasuwy, otrzymane wyniki wykazuja podobng,
tendencj¢ zmian wspdlczynnikéw kontrakcji wraz ze stopniem otwarcia zasuwy. Obliczone
przez autora wspdlczynniki kontrakcji sq o okoto 69 wyzsze od obliczonych ta sama
metodg przez DIERSCHA [4] i $rednio o 4] wyZsze od wartosci otrzymanych przez innych
autoréw z wykorzystaniem réznorodnych, analitycznych metod rozwiazania zadania.
Réznice w wartosciach otrzymanych przez Dierscha thumaczyé mozna odmiennoscia typu
elementu przyjetego za podstawe podziatu.

Na rys. 9 otrzymane wspdlczynniki kontrakcji poréwnano z wartosciami wyznaczonymi
na podstawie pomiaréw. Jak wida¢ wyznaczone z pomiaréw wspdlczynniki kontrakcji,
poza wynikami Smetany [8] i Rouse [8], wykazuja odmienny charakter zmian, gdyz
rosng wraz ze stopniem otwarcia zasuwy. Fakt ten uzasadnia KNAPP [8] zbyt malg ,,0stro-
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Rys. 9. Wspolczynniki kontrakcji przy wyplywie spod pionowej zasuwy wyznaczone
na podstawie eksperymentu
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Rys. 10. Wspbiczynniki wydatku dla niezatopionego wyplywu spod zasuwy
w funkcji jej otwarcia
Wartofci wyznaczone z badaf: — — — ——— Gentilini [6], Garbrecht [6]. Wartodci obli-
czone analitycznie: O Fangmeier, Strelkoff [5], ® Diersch [4], ® Kubrak

Hy=0.537m
0155m

h=

Rys. 11. Rozklad ciénienia w przekroju zasuwy oraz wysokosci predkosci w prze-
kroju pod zasuwa dla a/H=0,5
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$cia”” spodniej krawedzi badanego modelu zasuwy. Wyznaczone wspélczynniki kontrakeji
stosunkowo dobrze zgadzaja sig¢ z warto$ciami uzyskanymi przez Smetang.

Obliczone wg wzoru (11) wspélczynniki wydatku (kolumna 7 tablicy 1) por6wnano
na rys. 10 z wartosciami wyznaczonymi na podstawie pomiaréw i analiz teoretycznych
innych badaczy. Najwicksze i wynoszace okolo 69, réinice wystgpuja pomiedzy
warto$ciami obliczonymi przez Dierscha. Wspolczynniki wydatku uzyskane przez autora
83 zgodne z wyznaczonymi na podstawie pomiaréw przez Gentiliniego [6] i Garbrechta
[6]. Na 1ys. 11 pokazano rozklad wysokoici cifnienia p/y w przekroju zasuwy oraz wy-
sokosdci predkosci v2/2g dla a/H=0,5.

12. Whioski

1. Przedstawione rozwiazanie zadania wyplywu spod zasuwy metoda elementéw
skoniczonych, przy zaloZeniu potencjalnego przeplywu dostarcza licznych informacji
o wartosciach ciénienia, skladowych predkoéci, nat¢zenia przeplywu i ukladzie linii swo-
bodnej powierzchni przy réinych stopniach otwarcia zasuwy.

2. Uzyskane z obliczeni linie swobodnej powierzchni sprowadzone do wspdlrzednych
bezwymiarowych (x/h, y/k) maja zblizony ksztalt przy ré2nych otwarciach zasuwy i ukla-
daja sig wyraZnie wzdluz jednej krzywej.

3. Obliczone wartosci wspdiczynnikéw kontrakcji réznig sic 3-49% od wartosci
obliczonych innymi metodami.
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Tlpamenemie MeTOAA KOHETHLIX 3JEMEHTOB IUIN pacuéra
HCTe'eHHA H3-TOJ| 34TBOpA

Conepxague

B cTaThe CONEPEATCA Pe3y/lBTATH PAaciETOB cBOGOIHEOro HCTEYeHHA H3-TIOA 3aTBOpA, MOJMYYCHHbIC
0o Moaem, paspaGoranmoli Jaepmem. Ilpenmer anamm3a — IBYXMepHbIif, Ge3BEXPOBEL PACX0/ O/HO~
poxnsoli, BecxHMAEMOlt B Heps3kol xmaxocTH. ITDHHATHE TAKHX JOMYINCHHHR CBOMHT 3a/aiy ONpeAeme-
HES cBOGOHOrO MCTEYCHHA H3-NOJ 3ATBOPA E PEIICHUIO B onpeaenéunolt o6nacTa JIannacosoro ypasHe-
i (1) oTHOCHTENEHO GYHKIWE HOTCHIMANA CKODOCTH C xpaessiMi yermosuave Komm. B pesymstate
OpEMEHEHNA METO/A KOHCTHBIX MCMEHTOB 6LL1A MONyYeHA CHMMETPHYECKAS CHCTeMA JIHHCHHEIX YPaBHE-
m.mompmommmmmmoﬁ(bymmmmum @; B y3nax CeTEH.

Bollee cIOXHAs 34J1a¥a MONMYIaeTcA NPH paciérTax pacxoda MOTOKOB ¢O cBoBoaEOM NOBEPXHOCTBIO.
B 3TOM CiyYae HA paEEIAX OOMACTH ClenyeT NPHMEHATH HeJHHCHHLIC KPacBLe YCIOBHSA, TOCKOIBKY
OTMeTEa cBOGONHON MOBEPXHOCTH MPONYCKaeMOTo 3aTBOpA 3apaHece HEH3BECTHA.

IpeanaraeTcs CHSMYIOMEN HOPANOK pacuéToB:

1. 3amadTca PAcTIONOXEHHE JHHEH CBOGONHOMN MOBEPXHOCTH BOXHI HAZ: ¥ HEHXe 3aTBOpa.

2. Mo ypasnesmamM (7) | (5) onpenenscTCS BeTATHHA 3HCPIHM H,.

3. BeopuaTca pasfcieHEe pacuéTHOH OONACTH HA EOHEYHEIE IIEMEHTHI.

4. Tlo ypasaerEmio (35) mwmnm@ymmmmpomdﬁnymx,pw
NONOMEHEHIX HA YpoBHE cBOGOIHON MOBEPXHOCTH BOJBI, Haguman ¢ y3ma A (puc. 1).

5. PemaeTca CHCTEMA ypaBHCHHI (29), mo ypaesennsM (25, 26) BEIMECIAIOTCA COCTaBIIAIONIEE CEO-
pocTeil B BETECINETCA MOJIOKEHHE cpofomEol NMOBEPXHOCTH.

6. Benfrcs YHCTSHHBIH KOHTPO/E JIHHUH OJHHAKOTO NOTEHIHANA cropocT S, mo ypassenmio (42).

7. KoppexTHpyeTCs BeJHTHHY JHCPrHE H, no ypasaeraaMm (7) & (5).

8. Ecim monoxende CBOGOXHOHN MOBEPXHOCTH YCTOUYMBOS H pHITiONHAET ycnosme (41), Torga BenH-
wima Ho CYMTAeTCA AOCTATOYHO TOYHOM.

B apyroM ciyyae, BLITHCIIEHAA 0O IyHKTaM 3 -7 HaOo DOBTOPHTH.

TlpencTap/ieHO MPAKTHYECKOS IPHMEHEHHE ppouenypsl s a/H=0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5.

B xaxnoM ciydae paceéTHas obmacTs GhUTa pasjelicHa Ha 240 4eTHIPEYTONBHEIX /IEMEHTOB. Brre-
CIeHEBIC JIHEEH cBOGOIHOR MOBEPXHOCTH IOKA3AHLI HA PHC. 6, 7.

BrupcneEnsle K03(hQHIEERTH CXATHS ¢ BETHTHHAME APYTHEX aBTOP OB nokazass! Ha puc. 8 1 9. Koa-
$drmmenTH pacxona, BHITHCIEHHEIC H onpenenéHHLle HA OCHOBE naGopaTOPHBIX MCCIENOBAHEH, MoK~
samul EA pmc. 10.

The results of computation of the flow wuder vertical sluice gates

Summary

Results of calculation of flow under vertical sluice gates obtained by the use of the finitc element
method are presented. Stationary two-dimensional and axisymmetric irrotational flows of a homogeneous
inviscid and incompressible fluid are considered. With the velocity potential function @ as the primary
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unknown, the solution is reduced to the Laplace equation (1) under Cauchy boundary conditions. As a
result of the finite element approximation, a linear, symmetric and banded system of equations is obtain-
ed and give after solving the nodal values @, of the velocity potential function. Free surface flows of
fluids lead to non-linear boundary value problem, since the surface profile is initially unknown.

The practical solutions of flows under vertical sluice gates is realised in following steps:

1. Assumption of the horizontal free-surface location far upstream and initial free surface location
far downstream.

2. Calculation of the total head H, from equations (7) and (5).

3. Finite element discretization by 240 eight node quadrilateral isoparametric elements of the basic
flow-field.

4, Calculation of the @, values for nodes along the free surface according (35) beginning with the
constant value &=1000 m?s~! at the downstream boundary S, (Fig. 1) and ending at point A.

5. Solution of the banded system equations (29) calculation of velocity components (25, 26) and
correction of the free surfaces and streamlines (Fig. 5).

6. Numerical control of the boundary-potential surface S, according (42).

7. Computation of the new total head H, according (7) and (5).

8. Reapeating of the computation according to until equation (41) was satisfied.
The following opening ratios were analysed:

2 20,1; 0,2 0,3; 0,4; 0,5.
H

The calculated free surface lines for different opening ratios are plotted on Fig. 6 and the shape of the
same and dimensionless lines on Fig. 7.

The calculated values of the contraction coefficient are compared on the Fig. 8 with calculated
values diffrent writers. The same values of the contraction coefficient are compared with values de-
veloped from laboratory data (Fig. 9). Fig. 10 shown the comparison the values of coefficient of dis-
charge calculated and from a laboratory data. The pressure and velocity distributions at gate section are
plotted on the Fig. 11.



